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Etude numbrique du changement de phase 
autour d’un cylindre isotherme en rotation 

M. PRUD’HOMME, T. HUNG NGUYEN et P. G. MAO 
Dkpartement de Gmie MCcanique, kcole Polytechnique de Monttial, C.P.6079 A, 

Montrkl H3C 3A7, Quebec, Canada 

(Rep le 3Ojuk 1992 et su~~r~~n~le le 16 nove~~re 19%) 

R&sum&On ttudie ici la fusion autour d’un cylindre vertical en rotation chau% B tempkrature con&ante. 
On traite ce probkme pour en matkriau i changement de phase de proprEt& thermodynamiques constantes, 
port6 initialement $ la tempkature de fusion, confini! entre deux plans fixes adiabatiques horkontaux. On 
nkglige les effets de la convection naturelle afin d’ktudier le couplage entre la fusion et le dkveloppement 
des cellules de Taylor dans la cavitC dont les rapports de forme et des rayons diminuent continuellement. 
On r&out numkiquement, pour de faibles nombres de Stefan, les Cquations gouvernant l’koulement 
axisynktrique dans la phase liquide d l’aide de maillages adapt& i la gkomktrie. Les effets de bouts 
font que les cellules se dbveloppent progressivement. Pour de faibles nombres de Prandtl, la fusion 
est indkpendante de l’koulement et l’interface ne se dkforme pas, mais on retrouve gkn6ralement une 
configuration cellulaire diffkente de celle qu’on observerait dans une cavitk identique de gkomktrie fixe. 
Pour des nombres de Prandtl de l’ordre de un, il y a une deformation importante de l’interface et un fort 

couplage entre la fusion et l’boulement secondaire. 

1. INTRODUCTION 

ON REMARQIJEC depuis plusieurs an&es une intense 
activitC de recherche sur les ph&nom&es de change- 
ment de phase en g&&al. La perspective de dBvel- 
opper si long terme 1’Cnergie solaire sur une grande 
kchelle, de mEme que les exigences plus immediates des 
technologies de pointe, qui requi&rent la fabrication de 
pi&es selon des tolkrances t&s strictes, tout partic- 
uliirement dans le domaine abrospatial, contri- 
buent largement & susciter de I’int&& pour ce sujet. 
t’un des aspects les plus pertinents des recherches sur 
la fusion et la solidification des mat&iaux, pour qui 
d&sire contrbler adbquatement le processus, est sans 
aucun doute l’&ude de l’Ccoulement dans la phase 
liquide. En effet, il est d’ores et d&ja amplement con- 
fhmt par l’exp&ience que le changement de phase 
dCpend d’une fagon marqu&e de l’tvolution de ces 
Bcoulements. A ce sujet, l’exp&ence de Vivts [ 11, sur 
la solidification de l’Ctain, a pu montrer B quel point 
l’&oulement secondaire induit dans le liquide par la 
rotation du cylindre ext&ieur peut affecter Ie grain du 
mhtal sotidifii. 

On peut Bgalement envisager une autre situation, 
~aitement concevable d savoir la fusion autour 
d’un cylindre en rotation. Pour un cylindre de hauteur 
finie, cette configuration entraine I’apparition pro- 
gressive de cellules de Taylor dans une cavitC dont le 
rapport de forme diminue continuellement et permet 
1’Ctude du couplage fondamental entre le changement 
de phase et un &coulement instable du point de vue 
hydrodynamique. Le problhme de Taylor entre deux 
cylindres infinis, d&sormais classique, fait encore 
l’objet d’une multitude de travaux, aussi bien thCo- 
riques qu’ex@rimentaux. On peut titer ici les excell- 

entes Etudes bibliograp~ques de Cognet [2] ou de Di 
Prima et Swinney [3], qui permettent d’appr&cier toute 
la richesse et la complexit des solutions du problr$me. 
Rappelons brievement $ ce sujet que lorsqu’on aug 
mente la vitesse de rotation du cylindre int&ieur, 
caracttrisCe par le nombre de Taylor Tu, au-deli d’un 
premier seuil T,, on observe une bifurcation super- 
critique de l’tcoulement initial de Couette, purement 
circulaire, vers un kotilement axisymCtrique carac- 
t&ii par l’apparition de cellules toriques r&gu- 
li&ement espacbes dans la direction axiale : les cellules 
de Taylor. Les exp&iences de Coles [4] et plus r&em- 
ment celles de Andereck et al. [5] ont pu mettre en 
&idence qu’au del& d’un second seuil critique T& 
Woulement entre en r&me d’ondes azimutales. Le 
mouvement perd alors son axisymktrie initiale. En 
outre, le probleme admet desormais des solutions mul- 
tiples, phtnom&ne qui s’accompagne souvent d’effets 
d’hyst&%is. A mesure que l’on continue d’augmenter 
le nombre de Taylor, divers rbgimes complexes se 
sucddent & travers la transition jusqu’$ la turbulence 
compl&e de i’&oulement. 

Toutefois, la discussion ci-dessus ne s’applique bien 
qu’aux cylindres dont b rapport de forme L/d est 
sup&-ieur & 15 ou 20 environ. Le cas des cylindres plus 
courts est fond~entalem~t diffbrent en ce sens que 
les effets de bouts font que les cellules se dCveloppent 
progressivement avec I’augmentation de la vitesse de 
rotation, tout d’abord lentement, puis tr& rapidement 
ensuite lorsque Tu approche le seuil critique T, 
correspondant au cylindre infini. Les simulations 
numtriques de Alziary de Roquefort et Grillaud [6] 
pour un rapport des rayons q de 0.933 et une enceinte 
de rapport de forme L/d = 10 illustrent tres bien ce 
ph&om&ne. D’autre part, Cole f7], i l’aide de tech- 
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P 
Pe 
Pr 
r 
Re 
t 
T 
Ta 
u 
1’ 

“1 
1 

chaleur massiquc [J kg ’ K ‘1 
espace annulaire. r, - Y, [m] 
chaleur latente de fusion [J kg ‘1 
hauteur du cylindre [m] 
direction normale a l’interface liquide 
solide 
vecteur unitaire selon la normale 

(/I,.. II,) 
nombre de Nusselt local 
pression dynamique [Pa] 
nombre de Peclet, Re Pr 
nombre de Prandtl, V/X 
coordonnee [m] 
nombre de Reynolds, Rr,‘/v 
temps [s] 
temperature [C] 
nombre de Taylor simplifie. Re(d/r,)’ ’ 
vecteur vitesse, (u, ~3, w) [m s- ‘1 
volume liquide [m’] 
volume liquide relatif 
coordonnee [ml. 

NOTATIONS 
I 

Symboles grecs 
3 diffusivite thermique [m’ s ‘1 
l- produit rr [m' so ‘1 
c nombre de Stefan, c( T, - T, ) ‘I 
‘I rapport des rayons. r,,.‘r, 
0 coordonnee 
\ viscosite cintmatique [m’ s ‘1 

/’ masse volumique [kg m 
r temps adimensionnel 

r1, fonction courant [m’ s 
0) vorticite, (w,, o+ m,) [s 

R vitesse angulaire [s- ‘I. 

f’ 

'1 

‘I 
‘1 

valeur a l’interface liquide-solide 
lndiccs et exposants 

i valeur sur la surface du cylindre. 

Autres symboles 
V gradient 
V. divergence 
V’ laplacien. 

niques de visualisation et de mesures de couple dans 
des enceintes avec une surface libre au sommet, pour 
une gamme de parametres 1 < L/d < 107 et 
0.894 < yl < 0.954. a pu montrer que T, ne varie que 
trb peu en fonction de L/d, mais que le second seuil 
critique T:. est fortement affect& par la diminution du 
rapport de forme de l’enceinte. Ainsi, T:. augmente 
d’au moins 50% par rapport a la valeur prevue pour 
un cylindre infini lorsque L/d = 10 et du double 
lorsque L/d = 5, et ce. pour tous les r~ examines. La 
dependance en ‘1 est tres marquee elle aussi. Cognet 

[2] mentionne a ce sujet que le second seuil critique 
est d’autant plus Cloigne du premier que 4 est petit. 
Pour de longs cylindres. T: vaut gross0 modo 2T, 
pour ‘1 = 0.8 et plus de lOT, pour q = 0.5. L’analyse 
de stabilite de Blennerhassett et Hall [8], qui supposait 
aux extrirmites de l’enceinte des conditions telles que 
le probleme admette encore l’ecoulement de Couette 
comme solution exacte, comme dans le cas du cylindre 
infini, est venue corroborer les observations de Cole 
a propos de T,.. De plus, les auteurs demontrerent que 
le probleme admet des solutions multiples, depen- 
damment des conditions initiales. ce que prevoyaient 
egalement les calculs de Alziary de Roquefort et Gril- 
laud pour des extremites fixes. Toujours pour cette 
configuration. les rtsultats theoriques et exper- 
imentaux de Benjamin [9] pour des rapports de forme 
inferieurs a 6 environ et u = 0.615 ont mis en evidence 
des effets d’hysteresis pour certaines valeurs de L/d 
et surtout le fait qu’en d&pit de la multiplicite des 
solutions, il existe pour chaque L/dun mode primaire 
qui s’ttablit naturellement en augmentant pro- 
gressivement Ta et un mode secondaire qui ne s’ob- 
tient qu’en faisant varier successivement Ta et Lid. 

L’ecoulement de Taylor entre deux cylindres de lon- 
gueur finie constitue en soi un champ d’etude distinct 
du probleme classique. qui n’a Cte que relativement 
peu explore. jusqu’ici. I1 apparait opportun dans ces 
circonstances de r&examiner cet Ccoulement dans le 
contexte d’un changement de phase, od les parametres 
geometriques L/d et 9 ne sont pas fixes, mais dim- 
inuent continuellement avec la progression de 

l’interface et de voir comment se developpe l’ecoule- 
ment dans ces conditions pour differents nombres de 
Prandtl. 

2. FORMULATION DU PROBLEME 

On se propose done de faire l’etude du probleme 
schematist de la Fig. 1. Un materiau solide au point de 
fusion TI est compris entre deux plans adiabatiques a 
z = 0 et 2 = L. Un cylindre vertical de rayon r, en 
rotation a la vitesse angulaire R y est enfoui. La fusion 
debute i l’instant t = 0, alors qu’on Porte le cylindre 
B une temperature constante T, > T(. Pour les besoins 
de l’analyse qui va suivre. on considere la phase liquide 
comme un fluide incompressible de proprietes thermo- 
dynamiques constantes. On suppose au depart que 
la convection naturelle ne joue aucun r61e dans ce 
probleme et que l’ecoulement est entierement dti a la 
rotation du cylindre, de fapon a permettre l’etude du 
seul couplage entre l’instabilite de Taylor et le change- 
ment de phase. Les conditions habituelles de glisse- 
ment nul s’appliquent aux composantes du champ 
de vitesse axisymetrique u(r, z), L,(r, 2) et w(r. z), qui 
s’annulent sur toutes les frontieres, sauf a r = ri, Oti 
la vitesse aximutale r vaut D = Rr,. En nigligeant 
l’echauffement visqueux, le systeme d’equations 
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FIG. 1. Gtometrie et systeme de coordonnkes. 

gouvernant l’ecoulement sera done 

v*u=o (1) 

g+(“.v)“= -$+vv2” (2) 

;+(“.v)T= uV2T. (3) 

On peut Climiner d’emblee le champ de pression 
en prenant le rotationnel de (2) ce qui conduit a 
l’equation 

am z +(u’v)m-((o~v)u =vv%O (4) 

pour la vorticitt o. La composante selon 0 de cette 
equation est donnee par 

am, am, aa0 UW~ at+“Y&+“~-- 
r 

od par definition 

au aw 
wB=z-ay’ (6) 

Cette formulation permet de voir comment l’itire- 
ment des lignes de vorticite, represente par le terme 
(w * V)u dans (4), fait apparaitre la composante radiale 
de la vorticitb o, = -au/& dans l’equation de trans- 
port de o0 oti elle joue le role dun terme source. Sans 
ce gradient de vitesse, il ne peut y avoir d’ecoulement 
dans le plan r, z. D’autre part, la vitesse v doit verifier 

av au au uv 
~+ug+waz+-=v vu-;. 

r ( > 
(7) 

Le changement de variables P = rv permet d’elim- 
iner le terme uv ci-dessus, mais avant d’aller plus 
loin, il est preferable de recourir a une formulation 
adimensionnelle en definissant les variables 

(r, z, n)’ = (r, z, n)/ri (u, w)’ = (u, w)/Qr, 

z = ECU/r: w’ = o&2 *’ = */Qrf 

I-’ = rv/Qrf T’ = (T- T/)/(T, - Tf). 

En omettant do&avant les symboles primes pour 
alleger l’ecriture, les equations (3), (5) et (7) retrans- 
form&es peuvent s’ecrire sous forme compacte 

en termes des nombres de Reynolds Re, Peclet Pe, et 
Stefan E et des quantites 

On peut tirer avantage de l’hypothese de symetrie 
axiale de l’ecoulement introduisant une fonction de 
courant II/ permettant d’exprimer les composantes du 
champ de vitesse u, w de meme que la composante de 
la vorticite selon 0 a partir de 

1 a* 
u=-- 

r aZ 

1 a* 
w= --- 

r dr 

2 a* 
ro=V'tj-rdr. 

(11) 

(12) 

(13) 

Cette derniere equation fournit les conditions 
limites pour w. En ce qui concerne la fonction de 
courant elle-meme, la condition est $ = 0, tout sim- 
plement. Les variables r et T doivent quant a elles 
verifier les conditions 

T=T=l; r=l 

T=T=O; r=rj. 

ayaz=r=o; Z=O,L. 

Ni la position ni la forme de l’interface liquide- 
solide ne sont connues a priori. Neanmoins leur 
evolution obeit a une relation simple bake sur un 
bilan d’energie thermique a l’interface. En posant que 
la masse volumique du materiau demeure constante 
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lors du changement de phase, le 
forme adimensionnelle la relation 

an dT 

Ft iin 
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bilan donne sous 

f 14) 

pour la vitesse de dtplacement locale de i’interface. 

3. MhHODE DE RESOLUTlON 

Les kquations de l’ecoulement dans la phase liquide 
sent resolues numCtiquement dam un systeme de 
coordonnbes adapt& B la gtometrie de la cavite. ce qui 
necessite une technique de generation de maillage par 
ordinateur. La m&bode gentrale de transformation 
des coordonnbes de Thompson c’t al. [lo] a et6 retcnue 
pour ce faire, qui permet d’exercer un bon controle de 
la r~partjtion des noeuds a l’jnt~rieur du domaine 
de calcui et d’obtenir un maillage orthogonal aux 
frontieres. I1 faut generer un nouveau maillage 6 
chaque pas de caicul dans le temps afm de suivre 
tidelement la deformation progressive de la caviti. 
S’il y a besoin, on peut proceder a une redistribution 
des noeuds le long de I’interface liquide-solide avant 
de generer un nouveau maillage. Une interpolation 
par splines cubiques permet alors de repartir adequate- 
ment les noeuds le long de I’interface et, par cons& 
quent, a l’interieur de cavite. 

La transformation a pour &et d’immobiiiser 
l’interface dans Je nouveau sysieme de coordonnees. 
ce qui permet de resoudre les equations transform~es 
dans un domaine rectangulaire fixe tout au long du 
processus de fusion. Les regles du calcul tensoriel per- 
mettent de transformer sans trop de difficult& les equa- 
tions et les conditions limites d’un systeme d l’autre, 
tel qu’expose dans [l I]. fl faut ensuite resoudre le 
systeme d’equations transform&es par differences 
finies. L’emploi d’un maillage uniforme simplifie la 
t&he. Les equations qui dependent du temps sont 
discretisees de faGon implicite, selon un schkma du 
premier ordre. Les termes d’advection des equations 
de transport sont disc&is& selon le schema upwind 
du second ordre afin de s’assurer de la stabiliti: 
numerique durant les calcuts. Tous Jes autres termes 
sont trait&s scion Je schCma habitue1 de differences 
centrees. L’algorithme de solution retenu pour 
resoudre le systeme discret repose sur une approche 
quasi-statique, qui consiste a rksoudre separement les 
kquations pour o, 8, r et $ $ chaque pas de calcul 
dans le temps, puis B calculer seulement ensuite la 
nouvelle position de l’interface. Le programmc 
numerique a tte test& au prealable [12] en effectuant 
une s&e de simulations du probleme de Taylor sans 
changement de phase, dont ies rCsultats furent com- 
pares avec les predictions de Meyer [13] et d’Alonso 

1141. 
Pour Ies simuIations avec changement de phase. on 

debute les calculs a z = 0, en supposant une mince 
couche de liquide autour du cyhndre, dune 6paisseur 
ttgale a 2% du rayon du cylindre en rotation. On 

suppose un profil de Couette pour 1’ et un champ nul 
pour toutes les autres variables, a J’exception de 7‘ qui 
vaut 1 ri r = 1. On choisit ensuite un pas de calcul tcl 
que le volume liquide n’augmente pas de plus de 1% 
durant un intervalle de temps &gal a AT. Les cakuls 
ont et& effect&s pour un maillage de 15 noeuds scion 
I’horizontale et 41 noeuds selon ta verticalc. Pour un 
cas typique, le pas de calcul AZ Ctait de I x 10 _ ‘. ii 
faut alors compter en moyenne de 75 a 85 iterations 
par AZ pour obtenir une solution avec convergence 
raisonnable. Le temps de calcul requis pour cette oper- 
ation est de 20 s de CPlJ environ sur un ordinateur 
IBM 3900. Par ailleurs, des tests de dipendance du 
maillage ont revelt- que l’emploi dun maillage plus fin 
de 21 noeuds par 42 n’affectait pas Jes predictions 
des minima et maxima de 4 de ptus de 1% environ. 
reproduisait pratiquement les memes lignes de cour- 
ant et Jes memes isothermes et demandait hnalemenr 
presque deux fois autant de temps de calcul. Par cons& 
quent, seul le maillage de 15 noeuds par 41 a et& utilis& 
par la suite. 

4. Rl%.iLTATS 

Pour un materiau au point de fusion. il ne peut y 
avoir de conduction de chaleur dans la phase solide 
tant que le changement de phase n’est pas termink 
Par consequent, on peut dans ce cas-ci faire l’etude 
de la caviti form&e par le liquide, sans se prkoccuper 
de la phase solide. On se pen&era tout d’abord sur le 
cas d’un fluide dont fe nombre de Prandtl est faible, 
afin de bien mettre en evidence I’effet, sur Ie dtveiop- 
pement des cellules de Taylor, de la settle evolution 
continue du rapport de forme de la cavitk. Nous exam- 
inerons seuiement ensuite le cas d’un tktide de nombre 
de Prandtl plus eleve, pour Jequel ii y aura une defer- 
mation importante de l’interface. 

On peut difinir dans tous les cas un rayon cxtcrnc 
moyen T/(z) de la caviti. ainsi qu’un espace annulaire 
moyen d = F,(r) -. Y,, que celle-ci demeure rectangu- 
laire ou non, en se basant sur Je volume liquide total 

V = 7rL(Ff -Yf) (IS) 

oh t = r,. Ces echelles permettent de former ensuite 
pour les besoins de I’ttude le nombre de Taylor sim- 
plifii: 

116) 

propose par Stuart 1151 qui est. avec le rapport de 
forme L/d et le rapport des rayons y = r,/F,(z), l’un 
des parametres fondamentaux pour la discussion des 
resultats. Ceux-ci ont tous 63 calcuies pour Re = 1000 
et E = 0.014 ou 0.15 selon ie cas. Les travaux de 
Sparrow et a!. 1161, Wu et fd. [17j. et plusieurs autres 
sur des problemes similaires ant dCmontrC que 
J’ecoulement et le transfert thermique ne dependent 
pas vraiment de E lorsque celui-ci est petit, comme 
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c’est le cas ici, et l’approche quasi-statique devient 
alors une excellente approximation. 

4.1. Faible nombre de Prandtl 
Les resultats present&s dans cette section le sont 

pour Pr = 0.0089, ce qui correspond i de l’etain au 
point de fusion, comme dans l’exp&ience de Vives [I]. 
Pour une telle valeur, l’influence de l’bcoulement de 
Couette-Taylor sur le changement de phase est peu 
importante, &ant donne que le transfert de chaleur 
s’effectue essentiellement par conduction. Les resul- 
tats seraient done pratiquement identiques, toutes 
chases egales, pour un autre fluide de faible nombre 
de Prandtl. 

La Fig. 2 d&crit revolution des lignes de courant et 
des isothermes a l’intlrieur de la cavite. Le Tableau 
1 donne les valeurs correspondantes de Ta et des 
paramttres gtometriques de m&me que le premier seuil 
critique T, pour l’apparition des cellules de Taylor 
axisymetriques entre deux cylindres infinis de 9 com- 
parable. Les valeurs de reference pour T, sont ti&s 
des travaux de Roberts 1181 et Wallowit et al. [19]. 

Au debut, lorsque r = 0.005, l’ecoulement est sous- 
critique. On ditecte pourtant la presence de cellules 
de Taylor dites ‘fantomes’, c’est-a-dire d’une intensite 
extremement faible comme l’avait remarqd Benjamin 
[9] dans le cas de deux cylindres. Mais il n’y a en fait 
que deux cellules d’intensite appreciable : les cellules 
de type Ekman visibles au extremitts de la cavite. 
Contrairement aux cellules de Taylor qui sont le pro- 
duit dune instabilite hydrodynamique, les cellules 
d’Ekman apparaissent instantanement avec la phase 
liquide a z = 0. 11 n’est pas difhcile d’expliquer l’ori- 
gine de ces cellules si on se refire au champ de 
pression. La rotation exige que la pression s’accroisse 
dans la direction radiale de fac;on a fournir 
l’acceleration centripete aux particules de fluide. Cet 
accroissement ne se produit pas independamment de 
la position verticale z cependant, Ctant plus prononce 
au centre de la cavite et moins important au voisinage 
des parois superieures et inferieures oti joue la con- 
dition de glissement nul. 11 s’etablit alors un gradient 
de pression vertical dP/az qui declenche l’tcoulement 
secondaire u et w. 

L’intensite des cellules fantomes augmente rapide- 
ment avec Ta, et elles sont nettement visibles lorsque 
z = 0.002. Le nombre de cellules presentes a I’interieur 
de la cavite differe cependant du nombre qu’on trou- 
verait dans le cas dune enceinte cylindrique classique 
de forme identique. Par exemple, lorsque z = 0.03, on 
compte six cellules pour un rapport de forme L/d de 
4.22 alors que les calculs de Blennerhassett [S] et les 
mesures de Cole [7J en prevoient quatre, ce qui montre 
bien la persistance des configurations cellulaires, qui 
fait que I’ecoulement retarde en quelque sorte par 
rapport a la geomttrie qui evolue ‘constamment a 
cause du changement de phase. La configuration a six 
cellules se transforme ensuite a mesure que diminue 
le rapport de forme. L’intensitk des quatre cellules 
centraies s’amenuise au profit des cellules du haut et 

du bas qui grandissent jusqu’a occuper toute la cavite 
lorsque r = 0.1. Ce regime bicellulaire correspond au 
mode primaire prevu par Benjamin pour L/d < 3.6, 
auquel on doit s’attendre quand on augmente de faqon 
progressive le nombre de Taylor, comme c’est le cas 
ici. L’hypothese d’axisymetrie faite lors de la for- 
mulation du probleme est certainement justifiee pour 
la gamme de nombres de Taylor donnie ci-dessus. Le 
r&me d’ondes azimutales n’est atteint que pour des 
valeurs de Ta bien superieures dans la plupart des cas, 
il semble meme qu’il disparaisse completement selon 
Cognet [2] lorsque L/d < 6. Un peu plus delicate est 
la question de l’unicite des solutions obtenues. Les 
solutions multiples ne sont pas exclues a priori. II 
semble acquis cependant, d’apres les investigations 
de Benjamin, Alziary de Roquefort et Grillaud [6], 
Pommeau et Zaleski [20], que les modes secondaires 
n’apparaissent pas spontanement et que le nombre 
d’ondes des cellules est defini de faGon unique lorsque 
le systeme effectue des transitions progressives. On 
peut done raisonnablement supposer que les resultats 
obtenus sont realistes. 

&rant tout ce temps, I’interface liquide-solide 
demeure verticale comme on peut le constater. Le 
transfert de chaleur est essentiellement domine par 
la conduction du debut a la fin, &ant donnt que la 
diffusivit~ thermique du ffuide est supkrieure de deux 
ordres de grandeur a sa viscosite cin~matique. Le 
profil du nombre de Nusselt moyen a l’interface, 
represente a la Fig. 3, se confond alors avec le profil 
en conduction pure correspondant ii la fusion sans 
ecoulement a I’interieur de la cavite. La Fig. 4 d&it 
l’ivolution du rapport V, du volume liquide au vol- 
ume du cylindre en fonction du temps, et la Fig. 5 
celle du nombre de Taylor Ta. 

4.2. Nombre de Prandtl moyen 
On considire ensuite le cas d’un materiau pour 

lequel la phase liquide est un fluide de nombre de 
Prandtl moyen. Le processus de fusion est alors 
caract&@ par une deformation importante de l’inter- 
face liquide-solide, occasionnee par le fort couplage 
entre l’ecoulement et le transfert de chaleur. Les 
calculs ont CtC effectues pour Pr = 7 et E = 0.15, itant 
donne que les travaux de Sparrow et al. [16] (et de 
plusieurs au&es) ont permis de conclure que les 
resultats qu’on obtient sont independants, a toute fin 
pratique, des nombres de Prandtl et de Stefan, tant 
quePr>lete<O.lS. 

La Fig. 6 presente les isothermes et les lignes de 
courant a differentes &apes du processus. Au debut, 
1OrSqUe z = 0.002, l’icoulement secondaire est faible 
et la conduction est encore le principal mecanisme de 
transfert de chaleur a travers le liquide. Le flux de 
chaleur est alors a peu prks uniforme le long de l’inter- 
face liquide-solide, qui demeure droite. L’intensite 
des cellules s’acroit cependant rapidement avec le 
temps et I’on constate deja une distorsion de l’interface 
pour z = 0.005. Ceci est dii au fait que l’~~ou~ement 
secondaire force le fluide a absorber de la chaleur en 
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Tableau 1. Paramttres de koulement en fonction du temps, 
Pr = 0.0089 

T Ta dlri rl -W Tc 

0.005 31.6 0.100 0.909 10.0 43.9 
0.010 52.0 0.139 0.878 7.18 44.7 
0.015 69.9 0.170 0.855 5.90 45.5 
0.020 85.8 0.195 0.837 5.14 
0.030 115 0.236 0.809 4.22 47.4 
0.050 167 0.303 0.768 3.30 
0.070 212 0.355 0.738 2.81 
0.100 274 0.422 0.703 2.37 52.0 

longeant le cylindre en rotation avant de revenir la 
ceder a l’interface. Cette circulation favorisant le 
transfert de chaleur a pour consequence que la fusion 
s’acdlere et I’interface devient localement convexe. 
Les isothermes revelent cependant que ia conduction 
joue encore en role important au centre de la cavitt. 
A ce regime mixte succbde un regime entiirement 
domine par la convection, tres visible a partir de 
T = 0.008. On constate la formation de couches limites 
thermiques a l’interface alternant avec des couches 
a la paroi cylindrique qui tendent respectivement a 
favoriser et a s’opposer a la fusion en augmentant ou 
diminuant selon le cas le gradient de temperature a 
l’interface. Le Tableau 2 donne les valeurs des para- 
mbres geometriques et du nombre de Taylor iqui- 
valents, bases sur le 5 difini par l’equation (15), qui 
n’ont ici qd’une valeur purement indicative, compte 
tenu de la distorsion tres prononcke de l’interface. A 
ce propos, ii est interessant de voir que la geometric 
de la cavite, qui s’adapte constamment a la forme des 
cellules, determine autrement que dans le cas des 
faibles nombres de Prandtl la selection du nombre 
d’ondes des cellules de Taylor, dont la configuration 
subit une evolution differente. 

0 50 loo 150 200 250 300 

T;I 
FIG. 3. Nombre de Nusseit en fox&ion du nombre de Taylor, 

Pr = 0.0089. 
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Volume liquide relatif en fonction du temps, 
Pr = 0.0089. 

La Fig. 7 illustre l’evolution du volume liquide 
relatif V, en fonction de T. La solution en conduction 
pure a CtC ajoutie pour fins de comparaison. On voit 
clairement que les deux solutions se confondent au 
debut alors que l’kcoulement secondaire est de faible 
intensite. L’kcart se manifeste en regime mixte a 
mesure que les cellules de Taylor se developpent 
jusqu’a occuper tout l’espace de la cavite, lorsque 
z = 0.008 environ. Ensuite V, augmente a un taux 
a peu pres constant et l’kcart s’accroit encore plus 
rapidement. La Fig. 8 montre d’ailleurs clairement le 
changement de pente du profil de Ta qui coincide avec 
le debut du regime convectif. Le nombre de Nusselt 
moyen a l’interface subit une evolution marquee dur- 
ant le processus, reliee au developpement des cellules, 
comme on peut le voir sur les Figs. 9(a) et (b) qui 
donnent les profils en fonction de z et de Ta, respec- 
tivement. La Fig. 9(a) permet de constater que Nu 
diminue tres rapidement au debut, comme le profil en 
conduction pure, pour passer par un minimum en 
regime mixte, puis augmenter a mesure que se forment 
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FIG. 5. Nombre de Taylor en fonction du temps, Pr = 0.0089. 
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&n..= 0.00078 

&i=-0.00018 

k,.= 0.00078 

!bdn=-0.00078 

+w= 0.00408 

+'i,w=-0.00408 

r-O.008 

L= 0.00635 k..= 0.00662 

L=-0.00635 (b,=-0.00662 

7=0.01 r=0.0?2 

FIG. 6. Isothermes et lignes de courant, Pr = 7. 

les couches limites favorisant les &changes thermiques, 
pour rediminuer ensuite A mesure que celles-ci 
deviennent moins nettes, alors que la temptrature tend 
A s’uniformiser 5 l’intkrieur de la cavitk La Fig. 9(b) 

prksente les rksultats sous une forme alternative per- 
mettant de mieux apprtcier les transitions, entre le 
rtgime conductif initial, le rkgime mixte intermtdiaire 
et le regime convectif final. 

5. CONCLUSIONS 

Pour de faibles nombres de Prandtl, la fusion ne 
dCpend pas de l’koulement dans la phase liquide et 

Tableau 2. Paramttres de l’koulement en fonction du temps. 
Pr = 7 

z TU dir, 9 L/d 
.____ 

0.002 16.1 0.064 0.940 15.7 
0.005 31.9 0.101 0.909 9.94 
0.008 53.3 0.142 0.876 7.06 
0.010 79.8 0.185 0.844 5.40 
0.012 112 0.232 0.812 4.31 

l’interface progresse uniformkment. modifiant ainsi 
le rapport de forme et le rapport des rayons de la 
cavitk qui d+inuent continuellement. Les cellules 
se dkveloppent progressivement $ l’intirieur de la 
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FIG. 7. -: Volume liquide relatif en fonction du temps, 
Pr = 7 ; ~ ~~~ : solution en conduction pure. 
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FIG. 8. Nombre de Taylor en fonction du temps, Pr = 7. 
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Fro. 9. (a) ~ : Nombre de Nusselt en fonction du temps, 
Fr = 7 ; ---- : solution en conduction pure. (b) Nombre de 

Nusselt en for&ion du nombre de Taylor, Fr = 7. 

caviti, comme dans toutes les situations oti les effets 
de bouts sonts importants, mais leur nombre diff6re 
g~u~r~ernent de celui qu’on retrouverait pour des 
valeurs statiques des param&res g6omktriques L/d et 
q. Pour un nombre de Prandtl mod&, on constate 
rapidement aprks le dCbut du processus un couplage 
fort entre la fusion et l%coulement, accompagnk d’une 
d&formation pronon& de l’interface. Durant ce 
temps, le nombre de Nusselt moyen subit une kvol- 
ution marquhe et fortement tributaire de la con- 
figuration cellulaire. 

Remerc~ement~ travail a ete rendu possible grace a une 
subvention du Conseil de recherches en sciences naturelles et 
en genie du Canada. 
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NUMERICAL SIMULATION OF A PHASE CHANGE AROUND AN ISOTHERMAL 
ROTATING CYLINDER 

Abstract-Melting around a rotating vertical cylinder heated at constant temperature is being studied 
numerically. The problem is examined for a phase change material of constant thermal properties, initially 
at the fusion temperature, confined between two horizontal fixed adiabatic planes. Natural convection 
effects are left aside to study the coupling between melting and the growth of Taylor vortices in a cavity 
with continuously decreasing aspect and annular ratios. The governing equations for axisymmetric Aow 
in the melt region are solved numerically, for small Stefan numbers, using body-fitted grids. As a conse- 
quence of the finite cavity length, the growth of the cells is a smooth process. For small Prandtl numbers. 
melting and rotation are uncoupled and the interface remains straight. but the number of cells found in 
the melt at any given time is generally different from that found in an identical cavity of fixed geometry. 
For a Prandtl number of order one, there is a strong coupling between melting and the Taylor vortices 

and the interface becomes highly distorted, 


